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Resumo

A simulagdo de processos envolvendo propagacdo de poluentes em meio
aqudtico detém elevada relevancia, em razdo de reduzir significativamente
os custos do projeto e constru¢do de redes de esgoto. As duas principais
aplicagdes de sistemas de simulacdo em problemas de polui¢do aquitica
visam ao planejamento de redes de esgotos e simulacdo de acidentes no
transporte aqudtico de cargas téxicas. Ocorre que os métodos usualmente
empregados para efetuar tais simulacdes demandam elevado tempo de proces-
samento, inviabilizando ambas as aplicacdes mencionadas. O trabalho
proposto apresenta um novo método analitico para a resolucdo de equagdes
advectivo-difusivas, que reduz drasticamente o tempo de processamento
requerido para efetuar ambas as aplica¢cdes. Embora o método seja baseado
no emprego da Transformada de Fourier, que fornece solucdes exatas apenas
para problemas de poluicdo aquédtica em meio infinito, condi¢cdes de con-
torno de segunda espécie podem ser incluidas na formulacdo a fim de que
possam ser obtidas distribui¢cdes de concentracdo e substincias quimicas
em corpos hidricos com formato complexo. Resultados analiticos sdo apre-
sentados.
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Abstract

Simulation of processes involving pollutant dispersion in water bodies are
very relevant, because it provides a significant reduction related to the design
and building of sewer systems. The main applications of these systems are
planning sewer systems and simulation of disposals during water transport.
Unfortunately, the methods usually employed to carry out such a task
demands high-time processing, and hence both applications becomes
unfeasible. In this work a new analytical method for solving advection-
diffusion equations is presented, which provides a drastic reduction of
time-processing. Despite the method being based on the use of Fourier
Transform, which provides exact solutions for water pollution problems
only in infinite medium, boundary conditions of second kind can be
included in order to obtain concentration profiles for bacteria and
chemicals in complex shaped water bodies. Analytical results are reported
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1 Introducao

O Lago Guaiba situa-se em Porto Alegre
— estado do Rio Grande do Sul — e recebe
principalmente efluentes organicos. Banhado
pelo Rio Jacui, caracteriza-se pela grande
amplitude em drea e pela baixa profundidade
—em média, 2 metros. O norte do Lago Guaiba,
onde se localiza o Delta — em particular, a
regido na qual desdgua o Rio dos Sinos —,
constitui um local de grande interesse do
ponto de vista da andlise do impacto ambiental.
Essa regido tem sido foco de atencdes, devido
a recente epis6dio que envolveu a morte de
86 toneladas de peixe, ao longo de trechos
de grande atividade industrial. A fim de veri-
ficar a distribui¢do e propagacdo de poluentes
na regido corpo hidrico, foi conduzida simu-
lagdo computacional, empregando o sistema
Maple V. O presente trabalho trata da mode-
lagem matemadtica empregada para o desen-
volvimento do sistema.

A formulacdo e o uso de métodos hibri-
dos t€m por objetivo viabilizar a execucdo
do sistema em microcomputadores, aumen-
tando a velocidade de processamento e mini-
mizando a quantidade de memoria requerida.
Os métodos numéricos, baseados em formu-
lagdes discretas do tipo diferencas finitas e
elementos finitos, fornecem, em geral, exce-
lentes resultados no tratamento de problemas
de transporte (THIKONOV, 1990). Entretanto,
o custo computacional de ambas as formu-
lacdes € bastante elevado. Simuladores que
utilizam formulagdes em diferencas finitas
possuem boa velocidade de processamento
e requerem quantidade de memoria aceitivel
para os modelos atuais de microcompu-
tadores, quando a geometria do dominio a
tratar é relativamente simples. Para dominios
de maior complexidade, a geracdo de malhas
retangulares dos sistemas em diferencgas
finitas ainda € deficiente, exigindo a discre-
tizacdo em um elevado nimero de elementos,
o uso de malhas com densidade varidvel
(DELANEY, 1983) ou o emprego de coorde-
nadas curvilineas que se adaptem a geome-
tria dos contornos (HAUSER; PAAP; EPPEL,
1986; VALLENTINE, 1969; KOBER, 1957;

CHURCHILL, 1975; SPIEGEL, 1964). Ja os
simuladores que utilizam formulag¢des em
elementos finitos possuem geradores automéa-
ticos de malha triangular ou hexagonal, que
se adaptam perfeitamente a geometria do
dominio. Entretanto, produzem sistemas
matriciais de ordem excessivamente elevada,
demandando longo tempo de processamento
e grande quantidade de memoéria (DHAU-
BADEL; REDDY; TELLIONIS, 1987). A
adaptacdo de sistemas em diferencas finitas
para operar sobre malhas produzidas origi-
nalmente para elementos finitos também ndo
constitui uma solugao vidvel, pois dificulta
consideravelmente a montagem do sistema
matricial, além de exigir o emprego de coefi-
cientes métricos para efetuar transformacoes
locais de coordenadas.

Algumas solucdes alternativas foram
consideradas e analisadas antes da obtencdo
da formulagdo final (WHITE, 1974; REDDY,
1986a; CONSTANTINIDES, 1987; GREEN-
SPAN; CASULI, 1988; ORTEGA; POOLE,
1981; CARNAHAM, 1972; REDDY, 1986b;
STRANG, 1980; DAVENPORT; SIRET;
TOURNIER, 1988; WANG, 1985;
KADANOFF, 1983; FROMM; HARLOW,
1963; TAKAISI, 1956; REALI; RANGOGI;
PENNATI, 1984). Soluc¢des variacionais
continuas foram empregadas anteriormente
na elaboracdo de um sistema de simulacido
de propagacdo de coliformes e oxigénio
(ZABADAL, 1991), produzindo resultados
razodveis e apresentando velocidade de
processamento aceitavel. Entretanto, a escolha
das funcdes da base depende essencialmente
da natureza dos cendrios a simular e, até o pre-
sente momento, nao foi possivel elaborar um
processo sistematico de selecdo ou constru¢do
de bases. Foram também pesquisados sistemas
baseados em transformadas integrais, que
produzem solugdes analiticas aproximadas,
utilizando sistemas de computacdo simbdlica.
Dentre os sistemas pesquisados, o método da
transformada integral generalizada de Mikhai-
lov e Ozizik (1984) constitui o algoritmo mais
eficiente na avaliacdo de solucdes analiticas
para problemas lineares ou passiveis de
linearizacdo. Contudo, a aplicagcdo direta do
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método da transformada integral generalizada
requer o emprego de condi¢des de contorno
bastante complexas, o que gera uma série de
dificuldades na implementagdo do sistema.
A fim de evitar a aplicacdo das condi¢cdes de
contorno, foi elaborado um algoritmo hibrido
que utiliza a Transformada de Fourier na ob-
tencdo de solugdes aproximadas em forma
analitica para a equagdo de dispersdo em duas
dimensodes. Tal algoritmo depende do conhe-
cimento prévio da distribui¢do de velocidades.
A distribui¢do deve ser suficientemente
acurada para satisfazer, automaticamente, as
condicdes de contorno do problema relativas
a presenca de margens e ilhas. Nas proximi-
dades dos contornos geograficos, o vetor
velocidade deve tangenciar a linha das mar-
gens, anulando-se sobre a interface sélida.
Para tanto, € preciso também obter o perfil
hidraulico, problema que envolve um esforco
computacional consideravelmente maior, uma
vez que se trata de um sistema contendo duas
equagdes diferenciais ndo lineares sem qual-
quer possibilidade de desacoplamento em
coordenadas retangulares, devido a com-
plexidade da geometria do dominio. A fim de
reduzir o esforco computacional, foi obtida uma
solugdo preliminar, utilizada como aproxi-
magcao inicial para a aplicagdo de um esquema
iterativo. A solucdo preliminar consiste na
distribuicdo de velocidades para o escoamento
potencial e visa reduzir o nimero de iteragdes
a aplicar. No escoamento potencial, assume-se
como hipétese simplificativa que ndo existe
dissipagdo viscosa ao longo do escoamento.
O método iterativo, a partir do qual se refina a
solucdo, € obtido diretamente do principio das
aplicacOes contraidas (KOLMOGOROYV, 1972),
que constitui a base tedrica para a formulagio
de diversos métodos numéricos e analiticos.
O algoritmo possui ainda um acelerador de
convergéncia que proporciona redugdo adi-
cional no nimero de iteragdes necessario para
atingir a exatiddo desejada através do processo
iterativo.

O desenvolvimento dos topicos segue
basicamente a mesma sequéncia da introducao.
Na secdo 2, é descrito o método empregado
no calculo da distribuicdo de concentracoes,
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e a secdo 3 apresenta o algoritmo utilizado
na obten¢do da distribui¢do de velocidades.
Informagdes consideradas dispensaveis a
compreensao dos principios basicos de funcio-
namento dos métodos elaborados sdo apresen-
tadas nos apéndices.

2 Método de resolucao da equacao
de dispersao

O método empregado na resolucdo da
equagdo de dispersdo utiliza o conceito "mar-
cha no tempo" dos algoritmos TDT (Técnicas
Dependentes do Tempo) (TORRES, 1980),
cuja formulagdo foi inicialmente concebida
para operar sobre esquemas numéricos em
diferencas finitas do tipo explicito e aplicada
na determinacdo de perfis de velocidade em
regime estaciondrio através da resolugdo das
equacgdes de Navier-Stokes em sua forma
transiente. A principal caracteristica dos
algoritmos TDT consiste na forma pela qual
a malha é varrida. A malha é percorrida no
sentido da corrente principal, tomando como
condi¢des de contorno apenas as vazdes a
montante do ponto sobre o qual se calculam
as componentes da velocidade. O método
utilizado difere do algoritmo TDT em dois
aspectos: constroi solugdes aproximadas em
forma analitica ao invés de discretizar o domi-
nio, e sua aplicacdo é restrita a problemas
lineares ou linearizdveis, ao contrdrio da formu-
lagdo original, aplicdvel a problemas forte-
mente nao-lineares, tais como escoamentos
transversais em bancos de tubos (ZABADAL;
FERREIRA, 1990) e fluxos compressiveis em
turbomdquinas (JAMESON; SCHMIDT;
TURKEL, 1981). No trabalho proposto, o
método é empregado na obtencdo de solugdes
para a equacdo bidimensional de dispersao
em regime estaciondrio ja na forma linea-
rizada. A linearizacdo dos termos advectivos
¢é efetuada através do uso de distribui¢des de
velocidade previamente estabelecidas.

2.1 Solucgdes transientes para a equacao de
dispersdo

O método hibrido, elaborado a partir do
algoritmo TDT, consiste na obtencdo de
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solucdes aproximadas em forma analitica para

a equacdo de dispersdo bidimensional em
regime transiente, definida em coordenadas
retangulares da seguinte forma:

D[azc+ach—uac—vﬁc—kc=ac (1)
o’ oyt Ox ox ot

onde D é o coeficiente de difusdo; u e v sdo,
respectivamente, as componentes da veloci-
dade de escoamento nas direcdes x e y; ¢ € a
concentracdo do poluente; k é a constante de
decaimento bacteriano e ¢ é o tempo decorrido
desde o despejo da carga.

Tomando valores locais constantes para
as componentes da velocidade, podem ser
obtidas solugdes vélidas para pequenos inter-
valos de tempo a partir da condi¢ao inicial
estabelecida. Aplicando a Transformada de
Fourier nas varidveis x e y, resulta
[7D(m2 +a’ )71'(140) + va )—k]C :2—? (2)
onde i é a unidade imagindria e as frequéncias
w e a (correspondem, respectivamente, as
varidveis x e y. Essa equacdo a varidveis sepa-
raveis tem a seguinte solugdo:

C(o,0,0)=C(o ,a’o)e—[D(u:2+u2 Vi Cuve Yok o
3)

onde C(w, o, 0) representa a transformada da
condic¢do inicial.

A solucdo c(x,y,t) é obtida apds a apli-
cacdo da transformada inversa nas varidveis(J)

ea {m(xfm)ao_w)z}

4Dt

o, y,1) = clx, ,0)* - @)

onde o simbolo * representa convolucdo. Uma
vez que as componentes da velocidade foram
consideradas constantes, a solucdo obtida é
aplicdvel a uma pequena regido nas proxi-
midades do despejo e, consequentemente,
durante um pequeno intervalo de tempo. Ao
final desse intervalo, a solucdo é empregada
como uma nova condi¢do inicial para o pro-
blema. A partir dessa nova condicdo inicial,
¢ calculada a solugado vdlida para o préximo
intervalo de tempo, e o processo se repete,

produzindo sucessivas distribui¢des de concen-
tracdo para o poluente. Por essa razdo o mé-
todo € classificado como hibrido: a solucdo
€ continua nas varidveis espaciais e discreta
na varidvel tempo, agregando caracteristicas
comuns a métodos analiticos e numéricos. E
importante salientar que aplicacdo da Trans-
formada de Fourier ¢ restrita a problemas de
fronteira livre (meio infinito), razdo pela qual
nenhuma condi¢do de contorno relativa a
margens ou ilhas figura explicitamente na
solugdo obtida. Na pratica, o controle de mar-
gem ¢é efetuado a cada intervalo de tempo, e
sua eficiéncia depende da exatiddao da distri-
bui¢do de velocidades nas vizinhangas do
ponto sobre o qual se calcula a concentragdo:
caso a distribuicao de velocidades ndo satis-
faca as condi¢des de contorno do problema,
o controle se torna invidvel, uma vez que o
mapeamento geografico do rio e a orientagdo
do escoamento sdo incompativeis.

2.2 Emprego das solugdes transientes na
resolucdo da equacdo estaciondria

Distribui¢des estaciondrias de concen-
tracdo de poluentes empregadas em projetos
de obras de saneamento bdsico sdo obtidas a
partir da resolugcdo da equacdo bidimensional
de dispersdao em regime estaciondrio:

0’c ¢ dc  oc
D[axz"rasz—u—V—kC:q (5)

na qual figuram todos os pardmetros definidos
anteriormente. Nessa equacio o termo transiente
¢é substituido pela funcio fonte g, que repre-
senta a soma das contribuicdes de todas as
cargas de poluente. Do ponto de vista fisico,
as equagoOes diferem apenas no processo de
descarga de poluentes: enquanto na forma
transiente a carga ¢ lancada uma Unica vez
no tempo ¢ = 0 (condi¢do inicial do despejo),
na forma estaciondria a carga é alimentada
continuamente, sofrendo reposicao constante
ao longo do tempo. As solugdes da equacdo
transiente podem ser utilizadas na obtencdo
de solucdes aproximadas para a equacio esta-
ciondria, assumindo-se algumas hipd6teses
simplificativas:
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1) O processo continuo de alimentacdo das
cargas pode ser descrito de forma aproximada
como uma sucessdo de despejos a intervalos
regulares de tempo — quanto menor o inter-
valo de tempo considerado entre dois despejos
sucessivos, maior a exatiddo do modelo.

ii) As fontes de carga sdo consideradas
localmente isotrdpicas, isto é, nos pontos de
lancamento a dispersdo se processa unifor-
memente em todas as diregdes.

iii) Direcdes preferenciais de propagacdo
sdo determinadas exclusivamente pela distri-
buicdo de velocidades, considerada previa-
mente estabelecida.

iv) Cada despejo sucessivo percorre o
mesmo trajeto desde o ponto de descarga,
ou seja, a distribuicao de velocidades € estacio-
ndria (nfo varia com o tempo).

v) Os sucessivos conjuntos de isolinhas
associados aos despejos individuais sdo consi-
derados circulos concéntricos — assume-se que
a corrente principal é responsdvel apenas pela
trajetéria das manchas, nio afetando signifi-
cativamente o seu formato. Essa aproximacgao
nao constitui uma hipdtese previamente esti-
pulada, mas uma constatacdo pratica. Em simu-
lacdes de acidentes de navios contendo cargas
toxicas, foi empregado anteriormente um sis-
tema de cdlculo que considera a deformacdo
das isolinhas para poluentes soliveis e inso-
ldveis em dgua. Para poluentes soldveis, foi
constatado que a velocidade de crescimento
das isolinhas supera amplamente a velocidade
de deformacdo.

vi) O valor numérico da concentragdo em
cada ponto € calculado utilizando-se a solugao
transiente que corresponde a mancha mais
préoxima, desde que esteja a montante do
ponto.

vii) O periodo necessdrio para que o sis-
tema atinja regime permanente é igual ao tem-
po maximo requerido para percorrer 0 corpo
hidrico em toda a sua extensao.

Embora a hipdtese v ndo seja necessdria
para garantir a aplicabilidade das solugdes
transientes ao problema estaciondrio, seu em-
prego reduz consideravelmente o tempo de
processamento do sistema relativo a exatiddo
do método.

e (/M@ NOVA formulagéo analitica para...

O emprego de solugdes aproximadas em
forma analitica facilita a obtencdo de estima-
tivas de incerteza (margens de erro). Ocorre
que os métodos analiticos ndo produzem erros
de arredondamento elevados, uma vez que
efetuam um nudmero bastante reduzido de ope-
ragdes sequenciais com ponto flutuante. Assim,
as solugdes obtidas podem ser diretamente
substituidas nas equacdes que lhes deram ori-
gem, a fim de verificar sua validade. Esse pro-
cesso ¢ mostrado no apéndice A.

3 O modelo hidrodinamico

O método utilizado na obtencdo de solu-
¢cdes aproximadas para a equagdo de dispersdao
pressupde a existéncia de uma distribuicao
de velocidades previamente estabelecida. O
célculo da distribui¢do de velocidades é efetu-
ado através da resolucdo de um sistema for-
mado pela equagdo da continuidade e pelas
equagdes de Navier-Stokes em duas dimensdes:

ou Ov
7_’_7

ooyl ©)

2 2
va—u+a—u —ua—u—v%+a—p—G=0(7)
ox® oy’ Ox oy Ox

2 2
v[a:wLa:J—uav—vavaap—G =0. (8)
Ox oy Ox oy Oy

Nessas equagdes, u e v sdo, respectiva-
mente, as componentes da velocidade nas dire-
¢des x e y, v € a viscosidade cinemdtica da
dgua, as derivadas de p representam as compo-
nentes do gradiente de pressdo, e a parcela G
corresponde ao termo gravitacional pgAz, em
que Az € a diferenca de nivel medida entre
pontos a montante e a jusante do corpo hidrico.
A parcela também incorpora um termo corres-
pondente a oscilagdo da superficie, deduzido
no apéndice B. A exemplo do modelo de dis-
persdo, algumas hipéteses simplificativas sdo
consideradas no desenvolvimento do modelo
hidrodinamico:

i) Assume-se que as vazdes das cargas de
esgoto nao sdo suficientemente elevadas para
perturbar a distribuicdo de velocidades. A
hipétese refere-se especificamente as cargas
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oriundas de esgotos, nao incluindo os aflu-
entes do Guaiba, cujas vazdes sdo fatores
determinantes do regime de escoamento. Essa
simplificagdo permite desacoplar os sistemas
hidrodindmico e de dispersio, isto é, resolver
as equagdes 11 e 12 independentemente da
equacgio 5.

ii) O valor numérico da viscosidade
cinemdtica da dgua refere-se a substincia
pura, ndo sendo consideradas alteragdes
provocadas pela adi¢cdo de matéria organica
e pela presenca de microorganismos. A jus-
tificativa para esta simplificacdo decorre do
fato de que a viscosidade cinemaética estd
presente apenas o termo de dissipacdo vis-
cosa, responsdvel pelo desenvolvimento da
camada limite hidrodindmica. Uma vez que,
no tratamento de problemas em escala geo-
gréfica, a espessura da camada limite é despre-
zivel (em geral, da ordem de centimetros), a
regidao na qual o termo viscoso predomina
pode ser negligenciada sem perda conside-
ravel de exatiddo ou generalidade. J4 no exte-
rior da camada limite, o termo viscoso passa
a ser desprezivel em relagdo aos termos iner-
ciais, de modo que qualquer refinamento no
célculo da viscosidade ndo proporciona redu-
cdo aprecidvel de erro no resultado final.

iii) Os termos gravitacionais foram obti-
dos através do modelo de ondas de gravidade
de Landau (LANDAU; LIFSHITZ, 1959). O
emprego do modelo de Landau visa suprir
uma deficiéncia do método proposto, que
consiste na omissdo da componente da velo-
cidade na direcdo z. Embora a componente
gravitacional ndo possa ser explicitamente
incluida no modelo bidimensional utilizado,
visto que atua na dire¢do z, o efeito de sua
inclusdo nas componentes da velocidade em
x e y pode ser estimado com o auxilio do
modelo de ondas de gravidade.

iv) O gradiente de pressdo é calculado a
partir de uma distribuicdo potencial de veloci-
dades, discutida em sec¢des posteriores.

Com excecdo da terceira hipétese, todas
as aproximagdes t€ém por objetivo tornar vidvel
a execucdo do sistema em microcomputadores
através da reducdo do tempo de processamento
e da quantidade de memoria requerida. A

7z

aplicac@o da terceira hipétese, contudo, é
motivada pela prépria limitagdo do método.
Mesmo empregando métodos hibridos, a
implementagdo em microcomputadores de
sistemas para a solucdo de problemas tridi-
mensionais dessa natureza é ainda invidvel
quanto ao tempo de processamento.

3.1 Método de obtengdo da distribui¢ao de
velocidades

Assim como no tratamento da equacdo
de dispersdo, é possivel linearizar o sistema
formado pelas equacdes 11 e 12. Neste caso,
a linearizac@o consiste na obtencdo de uma
aproximacdo inicial para a distribuicdo de velo-
cidades. A solucdo do sistema é obtida em
trés etapas:

- cdlculo da distribui¢do de velocidades,
considerando escoamento potencial (aproxi-
macao inicial);

- cdlculo do gradiente de pressdo a partir
da aproximacdo obtida;

- inclusdo de um modelo de turbuléncia;

As etapas de resolugdo sdo descritas na
secdo que se segue.

3.1.1 Calculo da distribui¢do para escoa-
mento potencial

A aproximagdo inicial para a distribui¢do
de velocidades considera apenas a direcao
das linhas de fluxo do escoamento principal,
obtendo uma estimativa para o médulo da
velocidade na qual o atrito viscoso é despre-
zado. As duas equacdes bdsicas que regem o
escoamento potencial sdo dadas, em duas
dimensdes, por

ou ov

o ©)
(&

ou_ov

dy  ox’ (10)

A primeira expressao é a prépria equa-
¢do da continuidade em duas dimensdes
(equacgdo 6). Essa equacdo equivale a um
balanco de vazdes sobre um pequeno volume
de controle estdtico, como mostra a figura 1.
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[ atetdn - 4@ + artd) - a)=0

a(y+dy) = h dz w(y+dy)

a(z) = h dy u(z)

— >

dy

qlztdzi=h dy ulz +d=)

|

f

vy =h dx v(y) (h=profundidade local)

Figura 1 — Equagdo da continuidade

O balanco exige que as vazdes de entrada e
de saida sejam iguais, de modo que ndo haja
acumulo ou perda de fluido no volume.

A equivaléncia entre a equacdo 6 e o
balanco de vazdes mostrado na figura 1 €
facilmente verificada. Substituindo as defi-
ni¢des de g(x+dx), q(x), q(y+dy) e g(y) no
balanco de vazdes, resulta

hdy[u(x + dx) — u(x)] + hdx[W(y + dy) —v(y)] = 0
(11)

Dividindo a equacio por hdxdy, obtém-se

u(x + dx)— u(x)

dx

v+ dy)-vy) _
+ 2’;} =0 (12)

que é a forma discreta da equagdo 6. A equa-
¢do 10 impde a restricdo de escoamento irro-
tacional. Para que o escoamento seja irrota-
cional, é necessdrio que um volume de con-
trole que acompanha o fluxo ndo sofra cisa-
lhamento ao longo do caminho percorrido.
As figuras 2 e 3 exemplificam, respecti-
vamente, 0s conceitos de escoamento rota-
cional e irrotacional: enquanto na figura 2 os
angulos dos vértices do elemento se alteram
devido a diferencas de velocidade provocadas
pelo atrito com uma interface sélida, na figura
3, as diferencas de velocidade se compensam,
fazendo com que o elemento sofra apenas
deslocamento e giro sem ocorrer deformacao.
O termo irrotacional refere-se a preser-
vacdo dos angulos dos vértices do elemento

durante sua trajetéria e ndo ao fato de o ele-
mento sofrer rotagdo ao longo do escoamento.
Note-se que o elemento da figura 3 sofre rota-
¢do, mas seus angulos internos permanecem
retos durante o processo. A figura 3, portanto,
constitui um exemplo de escoamento irrota-
cional; na auséncia de atrito viscoso junto a
interfaces liquido-sélido, tais como margens
ou paredes, pode-se assumir, sem incorrer em
erro significativo, que os gradientes das compo-
nentes da velocidade se compensam, produ-
zindo uma situacdo semelhante a da figura.

I

LA N
S S g A A

|

|¢1i

Figura 2 — Escoamento rotacional

—

Figura 3 - Escoamento irrotacional
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A figura 2 indica que a provével causa
da ocorréncia de escoamento rotacional seja a
presenca de paredes ou margens, que propor-
cionam um efeito de frenagem ao longo do
percurso do fluido, devido ao atrito viscoso.
De fato, é possivel demonstrar que a impo-
sicdo da equacdo da continuidade e da con-
dicdo de escoamento irrotacional realmente
equivale a hipétese simplificativa de auséncia
de atrito viscoso. Derivando a equagdo 9 em
relacdo a x, e a equagdo 10 em relagcdo a y,
obtém-se

2 2
572‘ __9v (13)
ox Ox0y
e
0’ 0’
F ity (14)
oy~ Ox0Oy
Somando as equacgdes, resulta
2 2
Tu ou_y, (15)
ox® oy

O mesmo resultado ¢ obtido para a com-
ponente v da velocidade. Derivando a equa-
¢d0 9 em relacdo a y, e a equacdo 10 em rela-
¢do a x, obtém-se

2 2
oy’ Ox0y
€ 2 2
ov_ou (17)
ox*  OxOy

Somando os resultados, obtém-se

2 2
oo (18)
ox~ Oy

Note-se que as equacdes 15 e 18 requerem
a eliminacdo do primeiro termo das equagoes
de Navier-Stokes (7 e 8), que sdo os respon-
sdveis pelo atrito viscoso.

Assim, impor a exigéncia de escoamento
irrotacional e da equacdo da continuidade equi-
vale a assumir a auséncia de atrito viscoso
ao longo do escoamento. Nessas condigdes,
o escoamento ¢ denominado potencial, e o
campo de velocidades obtido é chamado de
distribui¢do potencial de velocidades.

3.1.2 - Calculo do gradiente de pressdo

O gradiente de pressdo é estimado a partir
da aproximacdo inicial obtida para a distri-
buicdo de velocidades. Isolando as derivadas
da pressdo nas equagdes de Navier-Stokes,
obtém-se

ap=uau+vau—1/(62\u+621'lj—G

x x|\t 9P (19)
e

@a:uav+vav_{azv+a2vj_G (20)

oy Ox oy

ot oy’

Os valores numéricos das derivadas da
pressdo sdo calculados utilizando diferengas
centrais com ordem de (dx)>. Embora a in-
clus@o do gradiente de pressdo ndo reduza
significativamente o erro da aproximagdo em
situagdes tipicas de escoamento, sua imple-
mentacdo nio oferece maiores dificuldades,
e sua execucdo ndo afeta de forma sensivel o
tempo de processamento do sistema. O termo
foi incluido com o objetivo de prever situacdes
de vazdo elevada nas quais, eventualmente,
poderdo surgir gradientes de pressdo locais.

3.1.3 - O modelo de turbuléncia

A turbuléncia consiste no surgimento de
componentes de velocidade transversais a
direc@o principal do escoamento, que pertur-
bam o deslocamento das particulas produ-
zindo um ruido de fundo sobre a trajetéria
do fluido. Esse fendmeno pode ser observado
em filetes de dgua que saem de torneiras. A
vazdes moderadas, o filete apresenta duas
regides distintas: a regido laminar, onde sua
superficie se apresenta lisa, e a regido turbu-
lenta, na qual o filete se torna rugoso devido a
presenca das componentes transversais. Essas
componentes também ocorrem no escoa-
mento em corpos hidricos, embora sejam de
dificil identificagdo, uma vez que geralmente
ndo existem regides laminares adjacentes para
que seja possivel observar zonas de transicao.

A presenca das componentes transversais
atua na forma de propagacdo de bactérias e
poluentes, proporcionando uma homogenei-
zacdo muito mais eficiente do que a obtida
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ao longo de um escoamento laminar, onde o
mecanismo de mistura se deve a difusdo mole-
cular provocada pelo movimento browniano.

Para considerar os efeitos do surgimento
de componentes transversais ao escoamento
principal, foi utilizado o modelo de compri-
mento de mistura de Prandtl (SISSON; PITTS,
1979; SCHLICHTING, 1960; HINZE, 1975),
apresentado no apéndice C.

3.2 Refinamento da solucdo e resultados
obtidos

De posse da distribuicdo de velocidades
para o escoamento potencial, podem ser
efetuadas corre¢des que levam em conside-
ragcdo o efeito do atrito viscoso, dos termos
gravitacionais, do gradiente de pressdo e das
componentes transversais responsdveis pela
turbuléncia.

A distribui¢do definitiva de velocidades
€ calculada através de um esquema iterativo,
cuja aproximacao inicial consiste na distri-
buicdo potencial que utiliza como termos
gravitacionais as solu¢cdes do modelo de
Landau e como defini¢cdes para as compo-
nentes do gradiente de pressdo as equagdes
19 e 20. O esquema iterativo € obtido direta-
mente do principio das aplicagdes contraidas
(KOLMOGOROY, 1972), que constitui a base
de diversos métodos numéricos e analiticos
para a resolu¢do de equagdes integrais e dife-
renciais. Multiplicando as equacgdes 7 e 8 por
-A, obtém-se

2 2
—kvazj+al;l —ua—u—va—u+a—p—gv =0
Ox oy Ox oy Ox ’

2 2
—kvﬁ—r+a—: —u@—v@+a—p—gy =0
ox oy Ox oy Oy

Somando u# em ambos os membros da
equagio 21, e v em ambos os membros de
22, resulta

o*u  du ou ou Op
u=u-MN|_—S+—|-u_——-v_—+_—--g,
ox* Oy Ox oy Ox

e (/M@ NOVA formulagéo analitica para...

e
2 2
v=v—2A|V 67:4_87: —u@—v@+a—p—g‘,
Ox oy Ox oy Oy :
(24
Ambas as operacdes ndo alteram o sis-

tema de equacdes. A partir do novo sistema
¢ aplicado o seguinte esquema iterativo:

M 2 2
uk”:u,{—kvauz"Jrauzk —M%—V%+@—gx
|\ ox oy 0x dy  Ox
(25)
€
B 2 2
V,H,=VA—7»vav2k-%—avz/C —u%—v%+a—p—g‘,
I Ox oy ox oy oy ’
(26)

onde as aproximagdes para as componentes
da velocidade sdo ajustadas localmente por
quocientes entre polindmios, também deno-
minados fung¢des racionais (ZABADAL; FER-
REIRA, 1990):

u, = 7i20’;° 27
2 byx'y’
i=0 j=0
e
S ey
i=0 j=0
e (28)
Z Z%X’y’
i=0 j=0

O valor numérico de A, chamado fator
de contracdo, € escolhido de modo a garantir
a convergéncia das sucessivas aproximagdes
para u e v. Para A = 0,25, a solug¢do converge
com 3 algarismos significativos em cerca de
50 iteragdes, utilizando um acelerador de
convergéncia baseado no método dos gradi-
entes conjugados (BEVINGTON, 1969).

A distribuicdo de velocidades obtida
através do refinamento € utilizada num se-
gundo processo iterativo, a fim de incluir o
efeito da turbuléncia na solugdo final. A apli-
cacdo do segundo processo requer cerca de
20 iteragdes adicionais e utiliza A= 0,18 com
o fator de contracdo. A divisdo do processo
em duas etapas se faz necessdria, porque as
componentes transversais da velocidade ndo
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podem ser estimadas antes da avaliacdo dos
gradientes de velocidade, os quais s6 podem
ser determinados apds a aplicagc@o do primeiro
esquema iterativo.

A tabela constante no Anexo C mostra
valores da concentracdo de diversos para-
metros de qualidade de dgua (por exemplo,
DBO, fosfato, OD, etc) em pontos localizados
a partir de 600 m da foz do Rio dos Sinos,
amostrados a intervalos regulares de 10 m
(valores calculados). O tempo de proces-
samento requerido para a obtenc@o desses
dados foi inferior a 2 s.

Esses resultados concordam em todas as
casas decimais, com os respectivos dados expe-
rimentais e valores produzidos pelo método
explicito em diferencas finitas. Entretanto, o
tempo de processamento necessario para pro-
duzir os resultados contidos na tabela referida
€ da ordem de 2 horas quando utilizado o
método das diferengas finitas.

E importante salientar que os processos
iterativos descritos nao sdo aplicados durante
a execucdo do programa, pois demandam consi-
derdvel tempo de processamento. A obten¢do
do perfil hidrodindmico se da previamente com
o auxilio de sistemas de computacdo simbd-
lica, produzindo expressdes em forma anali-
tica para as componentes da velocidade. Essas
expressdes sdo posteriormente avaliadas em
pontos de maior interesse para gerar um arqui-
vo numérico utilizado pelo programa principal.
A ideia basica que orienta a elaboraciao de
todo o sistema é: sdo produzidas inicialmente
solugdes aproximadas em forma analitica para
todos os modelos possiveis. Essas expressoes
sdo, entdo, utilizadas diretamente para produ-
zir os resultados numéricos correspondentes.

Conclusoes

A anélise dos resultados obtidos e o tem-
po de processamento corroboram a premissa
de que o método proposto produz resultados
em tempo hdbil para ambas as aplicagdes-
problema citadas. O tempo de processamento
requerido permite que sejam efetuadas cente-
nas de simulacdes relativas a realocagdo de
cargas, com o intuito de explorar de forma

otimizada a capacidade de autodepuracdo do
Lago. Dessa forma, o planejamento de redes
de esgoto baseado no emprego da solucdo
analitica utilizada constitui uma tarefa perfei-
tamente factivel, levando em consideracdo que
as distribuicdes de concentracdo utilizadas para
definir a distribui¢do 6tima de redes de esgoto
podem ser produzidas em poucas horas. O
mesmo ocorre com problemas relativos a
acidentes de cargas téxicas. Considerando
que, neste caso, torne-se necessdrio efetuar a
simulagdo de um tnico cendrio, o que deman-
da cerca menos de um minuto de processa-
mento, as autoridades sanitdrias podem tomar
decisdes em tempo real sobre a desativagdo
de casa de bomba para abastecimento de
dgua, a remocao total ou parcial do poluente
em loco ou o tratamento quimico — caso neces-
sério.

No tocante a tecnologia empregada
para obtencdo de resultados, foi utilizado o
software Maple V para a constru¢do da solu-
¢ao em forma fechada — ou seja, da expressao
que fornece o valor da concentragdo para cada
ponto do dominio.
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Apéndice A - Estimativa da incerteza
do método

A margem de erro decorrente da aplica-
cdo de solugdes transientes do tipo

VY (o B
~ kH—(/\ ut ) +(y-vt )
4 Dt

c(x,y,1)=c(x,p,0) (A1)

Dt
na obtencdo de distribui¢cdes de concentragdo
em regime estaciondrio pode ser estimada
através da substituicdo sobre a equacio origi-
nal. Substituindo a solugdo (6) na equacio
estacionaria (5), obtém-se uma funcido que
representa o erro da aproximacdo em cada
ponto. A forma explicita da fung@o é bastante
extensa, sendo apresentada em anexo.

A solucdo seria exata, caso o erro resul-
tante fosse nulo, isto é, se a aplicagdo do ope-
rador

D o + o —uﬁ—vﬁ—k
ot oy’ Ox ox

transformasse c(x, y, f) na fungdo fonte. Con-
tudo, nem mesmo a fungdo fonte g é previa-
mente conhecida. E necessdrio, portanto, esta-
belecer uma expressiao analitica para a funcdo
fonte através de um modelo auxiliar.

(A.2)

A.1 - Determinacdo da fungio fonte

A determinagdo da funcio fonte consiste
na solucdo da equagdo estaciondria para uma
pequena regido em torno do ponto de des-
carga:

D[azc 620]7 oc oc

uifv—x—kc:CdB(X*xd )S(y*ytt)
(A.3)

2 + 2
ox oy

onde O denota a fun¢do delta de Dirac, que
representa uma fonte pontual contendo toda

a carga langada, e o sub-indice d refere-se ao
ponto de descarga. Tomando novamente valo-
res locais constantes para as componentes da
velocidade, bem como dos pardmetros D e k
e aplicando a Transformada de Fourier nas
varidveis x e y, resulta

[—D(m P’ )—i(uoo-kva )—k]Czcd (A.4)

onde, a exemplo do problema transiente,
i € a unidade imagindria, as frequéncias ® e o
correspondem, respectivamente, as varidveis
Xx ey, e as letras maitsculas denotam as trans-
formadas das funcdes originais. A solucdo
da equagdo (2) é imediata: isolando C e apli-
cando a transformada inversa, obtém-se a fun-
¢ao fonte:

cmqme 7 DG - YiGuorva ) ]}

(A.5)

A funcido resultante € muito préxima da
solucdo exata, uma vez que as hipdteses de
velocidade e pardmetros constantes sdo real-
mente vdlidas nas vizinhangas dos pontos de
descarga.

Estabelecida uma expressdo analitica
para a funcdo fonte, podem ser calculados
valores numéricos para a incerteza da solugio.
Para tanto, bastam substituir valores tipicos de
difusao, componentes de velocidade e tempo
de propagacdo na funcdo que descreve o
comportamento do erro. Para valores de u e v
entre 0 e 0,3, D entre 0 e 0,5 e ¢ entre 0 e 100,
a incerteza assume valores entre 20% e 80%.

Apéndice B - O modelo de ondulacao

Na auséncia de perturbagdes externas,
a superficie de um fluido em equilibrio com
forcas gravitacionais € aproximadamente pla-
na. No estudo do comportamento transiente
de corpos hidricos, o principal fator de pertur-
bagdo da superficie é a incidéncia de ventos.
O modelo a seguir descreve de forma aproxi-
mada os fendomenos fisicos envolvidos nessa
interacdo e apresenta o tratamento quantita-
tivo correspondente para problemas em regi-
me estaciondrio.
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>Supsrl'1'cic inicialmente plana (ndo perturbada)

LEGENDA

N,
s Ry

Densidade local
de moléculas

Velocidade
do vento

<P

Perturbagiio provocada por diferencas locais de pressio

Figura B1 — Perturbacdo da superficie pela agdo dos ventos

A figura B1 mostra o principal meca-
nismo de perturbacdo de uma superficie de
fluido inicialmente plana, que consiste na
formagdo de zonas de pressdo diferenciada,
devido a variagdes locais na velocidade do
vento. Nas zonas de menor velocidade, a
pressdo do ar sobre a superficie da dgua sofre
um pequeno crescimento, porque a desace-
leracdo provoca um adensamento local de
moléculas nas vizinhangas da regido de frena-
gem. Esse aumento local de concentracio de
moléculas provoca uma pequena depressao
na superficie da dgua e uma pequena elevacio
em regides adjacentes. O deslocamento da
superficie €, entdo, revertido pela forgca gravi-
tacional e perturbado pela incidéncia de novas
ondas de pressdo, sofrendo uma sucessdo de
interferéncias parcialmente construtivas e
destrutivas, conforme a fase da onda em rela-
¢ao ao vento.

A componente vertical da pressdo que
atua sobre um elemento de fluido sujeito a
acdo de perturbacdes externas pode ser esti-
mada utilizando a equacdo de Bernouilli so-
bre a dire¢do z, que representa uma simplifi-
cacdo da equacdo de Navier-Stokes nessa
varidvel: 2

pw

p=-pgz————

2 (B.1)

onde p e w representam, respectivamente, as
componentes da pressdo e da velocidade de
escoamento na direcdo z, g € a aceleracdo da
gravidade e p é a massa especifica da 4gua.
O primeiro termo representa a pressao estatica
da coluna de dgua de altura z, medida em
relacdo a cota zero indicada na figura, e o
segundo corresponde a pressdo dindmica

provocada pela frenagem do fluido desde a
cota zero até o pico (mdximo ou o minimo).
A equac@o de Bernouilli € obtida a partir da
equacdo de Navier-Stokes pela supressdo do
termo viscoso, seguida da integracdo na varia-
vel espacial (neste caso, z) entre a cota zero e
0 pico. A integracdo € necessdria para eliminar
a dependéncia de w com z. Uma vez que a
componente w da velocidade ndo pode figurar
no modelo bidimensional, é tomado o valor
constante w(0), correspondente a cota zero.
O valor experimental de w(0), obtido direta-
mente de medidas de campo, é de aproxima-
damente 0,25 m/s, e pode ser considerado
independente da amplitude das oscilagdes.

O membro direito da equagdo 25 repre-
senta apenas a pressdo sobre o meio liquido
ao sofrer uma perturbagdo externa, sem que
seja especificada a origem dessa perturbacgao.
O fator responsavel pela perturbacdo da super-
ficie é a aclo dos ventos, que corresponde ao
membro esquerdo da equacdo. A pressio
devida a variagoes locais na velocidade do vento
pode também ser descrita pela equacgdo de
Bernoulli. Neste caso, entretanto, o termo
correspondente a pressdo estdtica pode ser
eliminado, pois a for¢ca exercida pelo peso
de uma coluna de ar de altura igual a ampli-
tude de oscilacdo das ondas é desprezivel
frente a pressdo dinadmica:

[

_pV
2

p= (B.2)

onde p' € a massa especifica do ar, e v' € o
moédulo da velocidade do vento. Nesta
equagdo, as componentes da velocidade do
vento ndo sdo consideradas separadamente:

Revista Liberato, Novo Hamburgo, v. 9, n. 12, p. 35-51, jan./jun. 2009



Poffal, C., Zabadal, J. e Ribeiro, V.

assume-se que a velocidade do vento € uni-
forme em toda a extens@o do corpo hidrico.
Substituindo a expressdo obtida na equacio
25, obtém-se
112 2
p'v pw
4 = z7 4+ —
2 pe 2
Isolando, em seguida, a parcela gravi-
tacional, resulta

(B.3)

2 112
p'v
- (B.4)

W
pgz = P

Esta € a parcela a adicionar sobre os
termos gravitacionais nas equacdes de
Navier-Stokes em x e y. Uma vez que o efeito
da ondulag¢do pode ser considerado isotrd-
pico no plano xy, isto é, que atua de maneira
uniforme em todas as dire¢des, as contri-
bui¢cdes em ambas as varidveis devem ser
iguais. Assim,

G - P P
x y 2 2 .

(B5)

Por essa razdo, a contribuicdo para o ter-
mo gravitacional nas equacdes de Navier-
Stokes ndo possui indice, sendo expressa
simplesmente como G em ambas as equagoes.

Na pratica, a equacdo de Bernouilli re-
produz com exatiddo aceitavel o comporta-
mento da superficie oscilante. Um tratamento
mais rigoroso desse fendmeno exigiria a formu-
lagdo de modelos transientes bastante comple-
xo0s, cuja resolucdo seria dispendiosa e nao
proporcionaria reducdo sensivel na margem
de erro do resultado final.

Apéndice C - O modelo de turbuléncia

A turbuléncia se caracteriza pela presenca
de componentes de velocidade transversais
ao sentido principal de propagacdo da cor-
rente. Essas componentes sao chamadas flu-
tuantes, porque geram pequenas flutuacdes

aparentemente aleatdrias sobre a corrente
principal, cujo valor médio ao longo do tempo
é zero.

As componentes flutuantes de veloci-
dade sdo originadas por perturbacdes em es-
cala microscépica que provocam desvios na
trajetoria de algumas moléculas de fluido. Os
desvios resultam em colisdes com as molé-
culas que percorrem o sentido principal do
escoamento, propagando a perturbacdo através
do fluido. As perturbagdes iniciais se devem
comumente a irregularidade da interface so-
lida, a efeitos térmicos (correntes convectivas)
e a acdo de forcas externas. No escoamento
em corpos hidricos, os efeitos térmicos podem
ser desprezados, uma vez que as diferencas
de temperatura nao provocam a formacgdo de
correntes ascendentes (em geral as tempera-
turas mais elevadas ocorrem na superficie).
A acdo de forgas externas, por sua vez, refere-
se a ondulacdo da superficie, fendmeno des-
crito no apéndice B.

C.1- Inclusdo das componentes flutuantes
no modelo hidrodinamico

As componentes da velocidade de esco-
amento podem ser decompostas em somas
de parcelas médias e flutuantes:

u=u-+u'

(C.1)
(C.2)

v=v+v.

As parcelas médias denotadas pela bar-

ra, que correspondem ao escoamento princi-

pal, definem a direcdo de propagacdo do flui-

do na auséncia de perturbacdes. As parcelas

flutuantes, contendo o indice ' representam as

flutuacdes que caracterizam a turbuléncia.

Substituindo as parcelas médias e flutuantes

no sistema de equacdes que define o compor-
tamento do escoamento, obtém-se

6@+u') 0 v+v')_ 0
Ox i oy -

ox? oy~

ox

(C.3)

oy Ox

V[az (wsu') o° (Mju')](M,{M”")J(va{m)}apG=0 (C.4)

ox

[ 0 (v o (v+v')]_(u+u,{avw)]_(v+v,)[w)]+21;_(;:o. ©5)

o 2 6y2

oy
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e (/M@ NOVA formulagéo analitica para...

o'
oy

=0

(C.6)

u u) -ou -ou (u u) —ou
V72+72 —u7—V7+V72+72 —Uu —
ox oy ox oy ox~ Oy ox

ou'  ou  ou ou' ou' op
—u'—-v u v +
oy ox Oy ox oy 0Ox

v

(C.7)

+— ——v— —+ —
’ o’ oy ! Ox Y oy o’ oy’

u
ox

(ﬁzv ava —ov - ov (82\/ azvj - - v Loy v ov dp
- - +v - - - +

v u % u %
oy Ox oy Ox oy Ox

(C.8)

A expansdo das expressdes obtidas re-
sulta nas férmulas acima, onde as flutuacdes
nas componentes do gradiente de pressdo
foram desconsideradas, uma vez que a pré-
pria ordem de grandeza das parcelas médias
correspondentes é menor do que a dos de-
mais termos das equacdes de Navier-Stokes.

Em regime estaciondrio, as quantidades
de interesse no tratamento do problema sdo
as médias temporais. Uma vez que as médias
temporais das flutuacdes sdo nulas, todos os
termos lineares contendo componentes flutu-
antes também se anulam quando calculadas
suas médias ao longo de um intervalo sufici-
entemente longo de tempo. Tomando as mé-
dias temporais sobre as equacgdes 34, 35 e
36, resulta

vy

ox’ oy’ ox oy ox oy ox
(C.10)
8*v 8*v) —ov -ov v ov' Op
v —U——V—= —V'—+—=—-G=0
ox® oy’ ox oy ox oy ox
(C.11)

Os termos nao-lineares envolvendo com-
ponentes flutuantes dependem dos valores das
componentes médias, uma vez que a intensi-
dade das flutuagdes cresce com a velocidade
de escoamento. E conveniente, portanto, bus-
car expressdes que relacionem diretamente
as componentes médias e flutuantes, a fim de
evitar a inclusdo de duas varidveis adicionais

ao sistema. As expressdes que relacionam as
componentes médias e flutuantes sdo obti-
das utilizando o modelo de comprimento de
mistura de Prandtl (TORRES, 1980), descrito
a seguir.

C.2 - O modelo de comprimento de mistura

Em corpos hidricos, o surgimento de com-
ponentes flutuantes se deve essencialmente
a dois tipos de perturbacdo mecanica: escoa-
mento junto a superficies sélidas irregulares e
presenca de ondulagdes. Ambos os mecanis-
mos de perturbacdo produzem gradientes con-
siderdveis nas componentes de velocidade.
Prandl supds que a ordem de grandeza das
componentes flutuantes é igual a dos gradi-
entes produzidos durante a perturbacio:

. lou
=07 (C.12)
€
i ou
N=b5 (C.13)

onde I, e I, sdo fatores de proporcionalidade
denominados comprimentos de mistura, devi-
do as suas dimensdes e a caracteristica do
escoamento turbulento de proporcionar mis-
turas homogéneas. Para o tratamento do pro-
blema em estudo, considera-se que o efeito
da turbuléncia € isotrépico, tal como o efeito
da ondulacdo de superficie, e que, portanto,
os comprimentos de mistura sdo iguais,

1 =1=1

1 2

(C.14)

e, assim, os modulos das componentes flutu-
antes também sdo iguais:
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Poffal, C., Zabadal, ] e Ribeiro, V. e

) =] . (C.15) Derivando em relagdo a x e dividindo
por 2 e reagrupando parcelas, obtém-se o ter-
O comprimento de mistura, por sua vez, mo desejado:

também depende das componentes médias on |
da velocidade de escoamento. Von Kirman 1 au” o || oudu 0*u (ou) &u
(MIKHAILOV; OZIZIK, 1984) obteve a se- 2 oxr  |ou ayayzaxay_[ayJ ooy
guinte relacdo semi-empirica para | em funcio a?
do perfil de velocidades: (C.20)
al De maneira andloga € calculada a deri-
oy vada do quadrado de v' em relacdo a y, pre-
[=04 62; . (C.16) sente no ultimo tegmo nio linear:
2 oule ., a -
@ 223595
2 ox " 18%u oy | oy? o) o’
Os termos ndo lineares contendo compo- e
nentes flutuantes podem ser agora estimados. (C.21)
O primeiro termo contém a derivada do qua-
drado de u": Note-se que os dois termos restantes con-
o' 1 ou? sistem em derivadas de produtos. Uma vez
u > 2 ox (C.17) que a turbuléncia é considerada isotrdpica,

todos os produtos entre componentes flutu-
O quadrado da componente flutuante antes da velocidade devem ser iguais e, assim,
pode ser obtido diretamente do modelo de

' ' (] 12
comprimento de mistura: g _ o _lowv 1ovT gy
_ oy oy 2 Oy 2 Oy
2 _ 2 Ou
u-= 5 (C.18) e

o' ou' l ou'v' 1 ou'

Substituindo a expressdo para o compri- — =y —= =—— (C23)
. ox ox 2 0Ox 2 Ox
mento de mistura dada por 40, resulta
—\2]2 Dessa forma, as contribuicdes das parcelas
Ou - .
[] turbulentas em ambas as equacdes de Navier-
4% = 0.16 ayﬁ (C.19) Stokes sdo também iguais. Substituindo os
’u resultados obtidos em 31 e 32, obtém-se
oy’
2 61; 2 2
2 2 A » A A2 2 2 - 3 3
f Tu Tl o O g | |p Qu ] O O fouf Ou Oudl_,
Ox oy Ox dy oOx (SZJ dy oy~ | oxoy Oy dy ) \ oxoy oy
oy’
(C. 24)
e
2 a; 2 2
2 2 Ay - A A2 2 2 o 3 3
O Oy PG D [p e Cuf O Sl [Ouf G Oull_
ox* oy ox oy Oy Qu| | oy o'\ oxdy Oy oy | \oxoy® oy
oy’
(C.25)
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Estas sdo as formas finais das equacdes
de Navier-Stokes em regime estaciondrio con-
siderando escoamento turbulento isotrépico.
A equacdo da continuidade permanece
inalterada, uma vez que contém apenas ter-
mos lineares, cujos valores eficazes (médias
temporais) se anulam em regime estacio-
ndrio.

ANEXO - Solucao Explicita: Tabela de
concentracao de DBO, Nitrogénio,
Fosforo e Oxigénio para a foz do Rio
dos Sinos

Vazio | Dbo5 |N total | P total [ Oxigénio
m¥s | mg/ll | mgl | mg/l mg/l
03/10/89 [ 1355 | 81.90 [ 6.1 1.37 | 034 8.2
08/11/89 [ 1410 | 27.00 2 2,02 | 43
06/12/89 | 1340 | 32.50 [ 4.3 24 0.25 35
10/01/90 | 1225 | 22.40 | *#*+ | 328 | 0.49 2.3
07/02/90 [ 1500 | 24.00 6 2.64 | 0.36 5.8
09/03/90 [ 1230 | 57.40 | 5.1 1.76 | 0.38 3.6
04/04/90 [ 1150 | 74.30 [ 2.9 3.38 | 037 4.4
14/05/90 | 1200 | 45.10 | 4.5 1.6 | 0.34 43

Data Hora

06/06/90 | 1645 | 150.00| 1.6 1.19 | 0.35 5
11/07/90 | 1505 | 184.00( 2.1 1.52 | 0.37 6
08/08/90 | 1205 | 3590 | 5.8 324 | 044 5

13/09/90 | 1240 | 287.00 3.9 1.73 0.6 5.3
11/10/90 | 1415 | 187.00( 1.3 1.28 | 037 4.4
08/11/90 | 1215 | 220.00| 2.8 1.33 | 0.34 4.6
05/12/90 | 1240 | 3330 | 5.4 1.97 0.3 3.6
09/01/91 | 1330 | 22.20 | 2.9 2.89 | 0.61 53
06/02/91 | 1230 | 20.30 | 8.2 348 [ 041 3
06/03/91 | 1230 | 21.10 | 5.8 534 | 0.75 4.8
03/04/91 | 1230 | 10.10 6 7.68 | 0.61 44
05/06/91 | **** | 32,60 [ 5.5 6.17 | 0.95 0.8
05/07/91 | 1150 | 50.80 | 2.3 2.63 | 0.38 5.8
07/08/91 | 1240 | 198.00| 2.2 1.65 0.7 7.4
04/09/91 | 1140 | 37.70 | 2.6 2.62 0.3 4
09/10/91 | 1130 | 93.50 | 2.4 1.66 [ 0.36 52
06/11/91 | 1105 | 74.50 | 2.6 1.78 | 0.33 5.5
05/12/91 | 1155 | 27.90 | 4.3 3.88 [ 0.78 1.8
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Uma nova formulagao analitica para...

Data | Hora Vazao | Dbo5 |N total | P total | Oxigénio
m¥/s | mg/l | mgl | mgl mg/l
09/01/92 [ 1020 | 66.70 | 1.8 1.1 0.45 2.7
05/02/92 | 1110 | 258.00 3 148 | 035 32
11/03/92 | 1130 | 2430 | 5.6 | 3.12 | 0.6 2.8
08/04/92 [ 1145 | 212.00| 1.3 1.32 | 044 33
06/05/92 | 1235 | 46.00 | 3.3 | 222 | 038 32
03/06/92 [ 1145 ] 192.00| 1.6 1.03 | 031 5.8
08/07/92 | 1210 | 377.00| 1.9 1.03 | 0.28 6.4
05/08/92 [ 1205 | 246.00| 1.6 1 0.25 7.2
06/09/92 | 1140 | 80.50 [ 3.1 1.97 | 034 5.5
07/10/92 | 1050 | 117.00| 1.3 1.06 | 03 5.2
05/11/92 [ 1115 | 199.00| 2.1 1.56 | 0.38 5.1
03/12/92 [ 1115 ] 24.00 | 23 | 294 | 038 3.6
06/01/93 | 1200 | 137.00 1 1.04 | 054 4
10/02/93 | 1130 | 53.60 | 0.6 | 2.12 | 0.44 34
03/03/93 | 1145 [ 141.00( 1.1 1.71 | 0.28 32
07/04/93 | 1110 | 134.00| 2 191 | 0.18 3.8
05/05/93 | 1200 | 48.50 [ 1.8 34 | 049 2.4
03/06/93 | 1110 [272.00( 1.7 1.29 | 029 6.8
07/07/93 | 1205 [ 696.00( 1.1 243 | 031 53
04/08/93 | 1140 | 4690 [ 24 [ 236 [ 0.29 7.3
15/09/93 | 1100 | 33.50 | 3.8 3.28 | 046 4.6
06/10/93 | 1120 [ 100.00( 2.5 1.46 | 0.26 4.9
10/11/93 | 1150 | 4020 [ 2.9 | 2.02 | 0.39 3.6
08/12/93 | 1140 | 117.00| 2.1 1.63 | 043 4.4
05/01/94 [ 1150 | 59.30 | 3.5 1.97 | 047 42
09/02/94 [ 1145 | 32.40 | 1.2 1.55 | 043 2.6
03/03/94 [ 1143 | 205.00| 1.3 1.26 | 037 2.7
06/04/94 [ 1145 | 43.20 | 1.8 | 2.14 | 032 3.8
05/05/94 | 1100 | 81.60 2 1.57 | 0.05 4.4
08/06/94 | 1127 | 225.00 1 0.89 | 0.24 52
07/07/94 | 1340 | 173.00| 1.3 1.21 | 033 6.2
04/08/94 | 1225 | 173.00| 1.5 1.35 | 036 5.5
14/09/94 | 1118 | 66.30 3 2.13 | 0.33 5.1
19/10/94 | 1155 | 188.00 3 2.01 | 044 39
09/11/94 | 1115 | 76.60 | 1.6 1.86 | 0.37 3.5
07/12/94 | 1115 | 38.0 1.3 | #0049 2.6
ﬁiﬁ: 11410 284 218 040 44
Mediana 2400 130 197 0.38 44
Maximo 7440 230 1.86 0.37 44
Minimo 696.00 820 7.68 095 8.2
Desy 10.10  0.60 089  0.05 0.8
padrio 11298 1.67 123 0.15 1.4
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